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Zur Theorie der U-Bande

Von H. Rampacuer *

Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 18 a, 777—794 [1963] ; eingegangen am 1. April 1963)

Die Absorptionsbande eines ausschlielich durch U-Zentren gestorten Alkalihalogenidkristalls
wird berechnet. Dazu werden zunichst unter der Voraussetzung, daB sich die Gitterkerne streng in
den Gleichgewichtslagen des gestorten Kristalls befinden, die Eigenwerte und Eigenfunktionen der
nach der Modellvorstellung vom U-Zentrum diesem direkt korrelierten ,,Storstellenelektronen® durch
ein Variationsverfahren bestimmt (,,Statische Elektron-Gitter-Kopplung®). Die iibrigen Gitter-
elektronen werden dabei mit den Kernen zu polarisierbaren Ionen zusammengefalt, deren Wechsel-
wirkung untereinander und mit den Storstellenelektronen durch klassische Potentiale beschrieben
wird. Der statischen Konfiguration werden Gitterschwingungen iiberlagert, und es wird postuliert,
daB die Elektronen des U-Zentrums naherungsweise nur an den quasi-entarteten optisch-longitudi-
nalen Zweig des (fast) ideal schwingenden Gitters gekoppelt sind. Die bei der Kopplung mitspielen-
den Eigenschwingungen werden dabei von der Symmetrie der Wellenfunktion der Storstellenelektro-
nen ausgewihlt. Bei Ubergiingen zwischen zwei Elektronenzustinden kann unter den genannten
Voraussetzungen die dynamische Elektron-Gitter-Kopplung beim U-Zentrum auf die Kopplung
an zwei Gitteroszillatoren reduziert werden. Kennt man die Kopplung der elektronischen Wellen-
funktionen an die Normalschwingungen des Gitters, ist es nicht schwierig, Ubergangsmatrixelemente,
insbesondere solche fiir optische Uberginge, und — wenn man dem Ausgangszustand die Besetzungs-
wahrscheinlichkeit Eins zuordnet — auch Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen stationdren Zu-
stinden des gestorten Kristalls zu berechnen. Diese letzten bestimmen dann die Absorptionsbande.
Deren wesentliche Bestimmungsstiicke, die Halbwertsbreite und die Lage des Absorptionsmaximums,
werden mit dem Experiment verglichen, wobei sich eine zufriedenstellende Ubereinstimmung zeigt.

Zu den ersten Untersuchungen der modernen Fest-
korperphysik gehoren die Experimente, die Ponr
und seine Mitarbeiter an Ionenkristallen, insbeson-
dere an durch F-Zentren verfarbten Alkalihalogeni-
den, ausgefiihrt haben. Aufler der F-Zentren-Absorp-
tionsbande tritt in solchermaflen gestorten Kristallen
noch die insbesondere von MARTIENSSEN ! gemessene
p-Bande auf, welche man als unter F-Zentren-Einfluf}
verschobene Bande des Grundgitters betrachtet. Wird
ein F-Zentren enthaltender Kristall in einer Wasser-
stoff-Atmosphére erhitzt, dann verschwinden beide
Banden und im Ultravioletten tritt eine neue, mit
dem Buchstaben U bezeichnete Bande auf, welche
erstmals von Hiuscu und Ponr? eingehend unter-
sucht wurde. Inzwischen lassen zahlreiche Experi-
mente, insbesondere die von Saur und Stasiw?
durchgefiihrten Messungen der Gitterkonstanten der
gestorten Kristalle mit Sicherheit annehmen, daf}
H-Atome in die Anionenliicken hineindiffundieren
und dort unter Einfang des F-Zentren-Elektrons als
negative Wasserstoffionen Anionen des Wirtsgitters
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ersetzen. Man nennt die dadurch entstehenden Stor-
stellen U-Zentren. Durch gleichzeitige Messung der
paramagnetischen Resonanz und der optischen Ab-
sorption folgerten DeLBEcQ und Yusrter?, daBl die
Absorption von Strahlung in der U-Bande zur Bil-
dung eines Anregungszustandes der H™-Ionen fiihrt.
Genau diese Absorption soll hier untersucht werden.
Die ihr folgenden, recht komplizierten Reaktionen *
sollen zukiinftigen Arbeiten vorbehalten bleiben.

Grundlage der Theorie der U-Bande, wie sie hier
darzustellen versucht wird, ist eine von Srtumpr?
und Mitarbeitern entwickelte, im Ansatz quanten-
mechanische und atomistische Theorie der Ionenreal-
kristalle.

Die vollstindige Beschreibung eines Realkristalls
erfordert die Kenntnis der Kopplung der Elekironen-
bewegung an die Schwingungen der Gitterkerne.
Dieses Problem laft sich in zwei Stufen losen: Zu-
néchst bestimmt man die elektronischen Wellenfunk-
tionen und Energieeigenwerte fiir exakt ruhende
Kerne — auch die Nullpunktsenergie denkt man sich

3 E. Saur u. O. Stastw, Nachr. Wiss. Gottingen 1938, 77.

4 C.J. DeLBEcq, B. SmarLer u. P. H. Yuster, Phys. Rev. 104,
599 [1956]. — C.J. DeLBecq u. P. H. Yuster, Phys. Rev.
104, 605 [1956].

5 H.Srumer, Quantentheorie der Ionenrealkristalle, Springer-
Verlag, Berlin 1961.
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den Kernen entzogen (,Statische Elektron-Gitter-
Kopplung®) —, alsdann lafit man Schwingungen
der Atomkerne zu, welche sich der statischen Kon-
figuration iiberlagern lassen (,,Dynamische Elektron-
Gitter-Kopplung®).

Die Bestimmung der Elektron-Gitter-Gleichge-
wichtszustdnde des von seiner Umgebung unbeein-
fluBten Kristalls 148t sich betrachtlich vereinfachen,
wenn man bedenkt, daf} sich in Tonenkristallen die
Wellenfunktionen benachbarter Ionen kaum iiber-
lappen, was nahelegt, in ungestorten Kristallen durch-
weg Elektronen und Kerne zu lonen zusammengefaf3t
zu denken. Storzentren lassen sich nachtréglich
zwanglos in dieses Bild einordnen: Bei ihnen ist
lediglich in einzelnen Punkten innerhalb des Kri-
stalls die vollstandige Periodizitdt des Raumgitters
der reguldren Ionen gestort. Genau an solchen Stor-
zentren wird zweckméfigerweise die quantenmecha-
nische Behandlung einsetzen, insbesondere beim
U-Zentrum am einfachsten derart, dal man lediglich
den beiden Elektronen des H™ Wellenfunktionen zu-
ordnet und alle tibrigen Gitterelektronen mit den re-
guldren Kernen zu polarisierbaren Ionen zusammen-
faBlt, deren Wechselwirkung untereinander und mit
den beiden Storstellenelektronen durch klassisch-phy-
sikalische Ersatzpotentiale beschrieben wird.

Auf diese Weise lafit sich ein Modell-HamirTon-
Operator herleiten, dessen Eigenwertproblem sich
naherungsweise durch ein Variationsverfahren mit
einer passend gewihlten Vergleichsfunktion losen
laBt. Sind die Eigenfunktionen und Eigenwerte, ins-
besondere jene fiir die beiden Elektron-Gitter-Gleich-
gewichtszustinde, denen wir die Uberginge in der
U-Bande zuordnen, bestimmt, wird die Kopplung
der elektronischen Wellenfunktionen an die Normal-
schwingungen des Gitters behandelt. Es lassen sich
dann, da wir den Ubergangsoperator kennen, opti-
sche Ubergangsmatrixelemente fiir die interessieren-
den stationdren Zustinde des Kristalls berechnen.
Zur Beschreibung quantenmechanischer Uberginge
muf} aber tberdies die Besetzungwahrscheinlichkeit
des Ausgangszustandes bekannt sein. Um die Be-
setzungswahrscheinlichkeit anzugeben, bedarf es zu-
vor einer statistischen Bilanz aller moglichen Uber-
gédnge, die sich nur dann umgehen lafit, wenn der
Ausgangszustand eines interessierenden Ubergangs
eine weit grolere Besetzungswahrscheinlichkeit auf-
weist als jeder andere Zustand des Systems. Bei
nicht zu hoher Temperatur und kleiner Intensitat der
MeBstrahlung kann man dem Grundzustand des
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Kristalls die Besetzungswahrscheinlichkeit Eins zu-
ordnen. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten der op-
tischen Ubergiinge lassen sich dann angeben. Mit
ihrer Hilfe kann man dann die Gleichung der Ab-

sorptionshande bestimmen.

Zur Vereinfachung der praktischen Berechnung
postulieren wir, daf} das lediglich durch U-Zentren
gestorte Gitter naherungsweise wie das ideale Gitter
schwingt (insbesondere wird also die Kopplung der
Elektronenbewegung an die Proton-Stérschwingun-
gen des Realgitters nicht untersucht!). Weiter wird
ndherungsweise angenommen, daf} die Elektronen
nur an den quasi-entarteten optisch-longitudinalen
Zweig der Gitterschwingungen gekoppelt sind. Dann
1a03t sich zeigen, daf} die dynamische Elektron-Gitter-
Kopplung auf die Kopplung an zwei Gitteroszillato-
ren reduziert werden kann, wobei die mitspielenden
Eigenschwingungen von der Symmetrie der elektro-
nischen Wellenfunktionen ausgewihlt werden.

§ 1. Statik und Dynamik des gestorten Gitters

Wir betrachten einen von seiner Umgebung un-
beeinfluften Kristall aus NV Kernen und N” Elektro-
nen, dessen Hamirron-Operator lautet

H=Te+Tk+V(xian)a (1)

T, und Ty bedeuten die Operatoren der kinetischen
Energie der Elektronen bzw. der Kerne. V(z;, X;)
enthélt die nichtrelativistischen Wechselwirkungen
samtlicher Teilchen. Fiir die Zwecke dieser Arbeit
gentigt es jedoch, sich unter /' die Couroms-Wechsel-
wirkung und unter z; und X; die rdumlichen Koordi-
naten der Elektronen bzw. der Kerne vorzustellen.
Wendet man nun (1) auf den Ansatz

Tﬂm=1~Pn(xi’Xj) ‘PZL(X:) (2)
der adiabatischen Niaherung % ¢ an, so ergeben sich
die Gleichungen

T.+V(zi,X;) —Up(X;), 9, =0 (3)
fiir das Teilsystem der Elektronen und

T+ Un(X;) —Ens 9= (4)
fiir das der Atomkerne. Gl. (3) laft sich unabhéngig
von (4) losen, die Eigenwerte U, sind noch Funk-

tionen der Parameter Xy,..., Xsy. Zahl und Wert
der Komponenten des Vektorindex n= (ny, ny,...)

8 E. Fues u. H. Stumper, Z. Naturforschg. 14 a, 142 [1959].
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sollen die elektronischen Zustinde des zu untersu-
chenden Realgitters vollstindig und eindeutig erfas-
sen. Zu jedem U, (X;) gehort prinzipiell eine eigene
Kernbewegungsgleichung (4), deren jede eine durch
m indizierte Folge von Eigenwerten und Eigenfunk-
tionen besitzt.

Bei der adiabatischen Niherung werden durch die
Trigheit der Elektronen bedingte Wechselwirkungen
unterdriickt. Man kann diese als Storungen betrachten,
welche strahlungslose Uberginge bei Energieerhaltung
des gesamten Kristallsystems verursachen °. Solange nur
optische Uberginge mitspielen, kann man diese Stérun-
gen auller acht lassen.

Da es in der Natur stabile Kristalle gibt, kénnen
die Atomkerne des Gitters nur Oszillationen um
Gleichgewichtslagen X% , fiir die U, aus (3) minimal
wird, ausfithren. Daraus resultieren einerseits die
Bestimmungsgleichungen fiir die Gleichgewichtskon-
figurationen

UL(X})/3X} =0 (5)

und andererseits muf} sich U, in der Umgebung von
% nach Auslenkungen aus den X} entwickeln las-

sen, also mit
X,= X} + & (6)
muf gelten [4}; = 32U, (X})/3X% X711,
Un(Xk)=Un(X2‘)+%’;A?z§ﬁ§?+--- - (M

Die Gleichgewichtslagen des Gitters lassen sich dem-
nach unabhingig von den Wellenfunktionen ¢, be-
stimmen und sind damit fixiert. Wir setzen daher

i (X% &) = om (§7)- (8)

Gl. (3) wollen wir naherungsweise durch ein Varia-
tionsverfahren 16sen. Die zu verwendenden Ver-
gleichsfunktionen haben die allgemeine Gestalt

Yn=ynl2;, ¢;" (Xp) ]. (9)

Geht man niamlich von einem idealen Kristall aus
und baut in Gedanken als einzige Stérungen Stor-
zentren ein, dann bewirken diese nur geringfiigige Ver-
schiebungen der urspriinglichen Gleichgewichtslagen
und es lassen sich Vergleichsfunktionen wéhlen, die
schon hinreichend angepallt sind, wenn allein die Va-
riationsparameter ¢;” von den Kernlagen abhidngen.

Bildet man mit normierten Funktionen (9) den
Erwartungswert des Hawmirron-Operators von (3),
dan ergeben sich aus der Variationsbedingung die
fiir jeden festen aber beliebigen Satz der Parameter
Xi,..., X3y giltigen Gleichungen

QU,[c?(Xx), Xx]/Oct =0; j=1,2,... . (10)
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Beriicksichtigt man (10), kann man (5) umformen
zu

AU, [ (X3), X31/3X; | xi—xn =03 i=1,...,3N.
(11)

Entziehen wir gedanklich dem Gitter alle Kern-
schwingungsenergie einschliellich der Nullpunkts-
energie, dann lassen sich aus den Gleichungssyste-
men (10) und (11) die Wellenfunktionen und Git-
tergleichgewichtslagen fiir den Elektronenzustand n
berechnen. Weil wir uns die Kerne in ihren Gleich-
gewichtslagen festgehalten denken, sprechen wir von
der ,statischen Elektron-Gitter-Kopplung®, die bei
der klassischen Gittertemperatur 7' =0 verwirklicht
wird. Deren Behandlung wenden wir uns jetzt zu.
Im Rahmen der ,,dynamischen Elektron-Gitter-Kopp-
lung® lassen sich spater die Gitterschwingungen dem
Gleichgewichtszustand iiberlagern.

§ 2. U-Zentren in Ionenkristallen

Eine Vergleichsfunktion fiir den Hawmirron-Ope-
rator der Gl. (3) zu finden, stellt ein auBlerst schwie-
riges Problem dar. Auf eine einfache, physikalisch
sinnvolle Weise 1aft sich dieses reduzieren, indem
man etwa auf die Modellvorstellung des Storzentrums,
hier des U-Zentrums als negatives Wasserstoffion
auf einem reguldren Anion-Gitterplatz zuriickgreift.

Ein Ionenkristall moge als einzige Stérungen so-
weit voneinander entfernte U-Zentren enthalten, daf3
man einzelne Storstellenprozesse als voneinander un-
abhéngig ansehen kann (die U-Zentren bilden dann
ein statistisches Ensemble im Kristall, was spéter in
der Dynamik der Uberginge wichtig sein wird!).
Bei der statischen Elektron-Gitter-Kopplung gehen
wir aus von einem Mikroblock des Kristalls, der nur
ein einziges H™-Ion enthélt. Da nach dem Experiment
die zwei Elektronen des H™ ausgezeichnet sind, wird
man versuchen, dies fiir eine Vereinfachung der
Theorie zu nutzen und etwa fiir die Losung von
Gl. (3) folgenden Naherungsansatz machen:

Yau =Yuu (@i » Xx) waa (i, Xz), (12)

z; bedeuten die Koordinaten der U-Zentren Elekro-
nen, x,-' jene der iibrigen ,,Gitterelektronen®, durch
(12) wird damit jede Korrelation zwischen Storstel-
len- und Gitterelektronen zerstort. Der Ansatz (12)
ist damit um so besser, je geringer die Wechselwir-
kung zwischen Gitterelekironen und Storstellenelek-
tronen ist, je starker diese also lokalisiert sind.
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Mit Hilfe der Unbestimmtheitsrelation kann man
ganz grob abschétzen, wie stark die beiden Elektronen
im Grundzustand des U-Zentrums lokalisiert sind. So
liegt bei KCI z.B. das Maximum der U-Bande nach
dem Experiment bei 5,8 eV. Von der nidmlichen GroBen-
ordnung muf} die Bindungsenergie und damit auch die
kinetische Energie eines Elektrons sein, also

p lm=>=58eV>02a.e7;
Ar>21/p=222a.e.=1,2-10"8 cm.

Die Grofle der Gitterkonstante bei KCl ist d =3,14-10"8
cm. Die Elektronen des H™ bewegen sich also in dem
Raum, den im idealen Gitter das Cl-Ion ausfiillt. Ahn-
liche Abschédtzungen gelten fiir die anderen Alkalihalo-
genide.

Setzt man (12) in Gl. (3) ein, multipliziert von
links mit v, und integriert iiber simtliche Koordi-
naten der Gitterelektronen, so ergibt sich

Tve+ Vi, Xi), wav = Up Wy - (13)

Die Kenntnis der potentiellen Energie }/; missen wir
uns allerdings jetzt aus physikalischen Modellvor-
stellungen zu verschaffen suchen.

Weil in Ionenkristallen die Elektronenwellenfunk-
tionen benachbarter lonen sich nur wenig tberlap-
pen, liegt es nahe, sich im ungestorten Kristall Kerne
und Elektronen zu lonen zusammengefalit zu den-
ken. Fiir die Wechselwirkungsenergie solch eines
idealen Kristalls lafit sich nach Borx und Géreperr-
Mavyer ® schreiben

P(Ry) =13 >

2¥

ciej e ”b ] 1 14
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in der Klammer beschreibt die
Couroms-Wechselwirkung der Tonen, der zweite stellt
ein phanomenologisches mechanisches Abstofungs-
potential dar, was verhindert, da} sich die lonen
gegenseitig beliebig nahe kommen.

Der erste Term

Diese AbstoBung 1df3t sich vollstindig nur quanten-
mechanisch kldren. Nach dem Pauri-Prinzip kann in
jeder Zelle 13 (h=Purancksches Wirkungsquantum) des
Phasenraums nur ein Elektronenpaar mit antiparallelen
Spins sein. Da, wo sich Elektronenhiillen iiberlappen,
entsteht eine Vergroerung der Elektronendichte, so dafl
Elektronen in Phasenraumzellen hoherer Energie ge-
hoben werden miissen. Dieser Anteil wirkt in der Ener-
giebilanz der Wechselwirkung positiv, also abstoBend.
Je grofer die Elektronendichte der beteiligten Atome
oder Ionen und je groBer die Uberlappung der Elektro-
nenhiillen, desto stirker ist die AbstoBung.

7 D. R. Hartreg, Proc. Camb. Phil. Soc. 24, 89 [1928], hat
diese sogenannten ,atomaren Einheiten* vorgeschlagen.

8 M. Borx u. M. Goprert-Maver, Dynam. Gittertheorie der
Kristalle, Handbuch d. Phys. XXIV/2 (Kap. 4), Springer-
Verlag, Berlin 1933.
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Gl. (14) ist jedoch nur so lange ndherungsweise
giiltig, als sich die [onen in ihren idealen Ruhelagen
befinden. Sobald sie durch Einwirkung von Stor-
kriften aus N; nach N;” ausgelenkt werden, muB bei
der Berechnung der Wechselwirkungsenergie der Git-
terionen untereinander die Polarisierbarkeit jedes
einzelnen lons berticksichtigt werden. Dies fithrt zu
dem neuen Ausdruck ?

PR =3

4,

Ul ( eiej _ eiej )1

Trep \lwe-we T wme))

Wir betonen, daf} in (14 a) lediglich die Wechsel-

wirkung der ausgelenkten Gitterionen untereinander,

nicht aber ihre Wechselwirkung mit der Si6rung
enthalten ist!

ejej n b

TR —R; |

(14 a)

Um in einem zunichst ideal gedachten Ionenkri-
stall ein U-Zentrum zu schaffen, muf3 man zunachst
eine Anionenliicke erzeugen und alsdann in diese
Liicke ein H -lon einsetzen. Dadurch werden in er-
ster Niaherung die Ladungsverhiltnisse des idealen
Gitters wiederhergestellt, hingegen ibt das elektro-
nenarme H™ praktisch keine mechanische Abstoflung
auf seine Nachbarn aus, wodurch diese sich in Rich-

tung auf das H -Ion zu verschieben.

Befindet sich das H™-Ion in einem angeregten Zu-
stand, wirkt es auf seine Gitternachbarn auch elek-
trisch ein. Wir werden spéter in § 3 annehmen, daf}
dieser angeregte Zustand ein 2'P-Zustand des H™ ist.
In diesem Fall gentigt es, die Couroms-Wechselwir-
kung der Elektronen des H™ mit den ausgelenkten
— ausgelenkt beziiglich der Ruhelagen des Ideal-
kristalls — Gitterionen zu berticksichtigen. Die Po-
larisationsenergie der lonen, soweit sie vom elektri-
schen Uberschuflfeld des H™ herriihrt, wollen wir

vernachlédssigen.

Das 1s-Elektron im 2'P-Zustand des H™ schirmt das
Proton véllig ab, das Feld der Raumladung, welche sich
dem 2p-Elektron zuordnen 1iBt, fillt, wenn man es mit
dem Feld der Anionenliicke reduziert, in groerer Ent-
fernung vom Storzentrum wie ein Quadrupolfeld ab, in
der Nachbarschaft des Zentrums sogar noch stirker,
was vom exponentiellen Anteil der Raumladung her-
rithrt. Da die Energie von Polarisationsdipolen quadra-
tisch vom induzierten Feld abhingt und dazu noch die
verhéltnismifig kleine Polarisierbarkeit der Gitterionen

9 H. Rampacuer, Z. Naturforschg. 17a, 1057 [1962]; 1+f
ist eine Abschirmkonstante < 2.
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als Faktor enthilt, spielt hier der Energieanteil der
Polarisationsdipole in 1. N&herung keine Rolle.

Es ist nun nicht mehr schwierig, den Ausdruck fiir
die potentielle Energie Vy aus (13) herzuleiten. Da
auf jeden Fall Ionenauslenkungen auftreten, miissen
wir von P aus (14 a) ausgehen. Zur Erzeugung der
Anionenliicke miissen wir von P

S [—exf/Ri +b/RM] (k =+ 0)
k

abziehen, wenn wir der Einfachheit halber den Ort
der Anionenliicke als Ursprung unseres Koordinaten-
systems wahlen. Zur Schaffung des U-Zentrums
miissen noch die Ausdriicke fiir die Proton-Gitterion-
und die Elektron-Gitterion-Wechselwirkung sowie
fir die Elektron-Proton- und die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung hinzugefiigt werden

er . er ex
kfo 7Rk, _IVCRk,_rl [ ! iRl,-'—l'g !
51 7;
Andere als Monopol-Monopol-Wechselwirkungen
zwischen Storstelle und Gitter brauchen wir nach
den obigen Ausfithrungen nicht zu beriicksichtigen.
1, und 7, sind die Ortsvektoren der beiden Elektro-
nen. In Vektor- statt in durchindizierter Schreibweise
erhilt man fir Vy(;, Xz) = Vel(r. Ry
Vo=P@) + - -

U=l i Ty Ts
2761 \-ﬁ ek B b ~
’ Z [ & 1Ry —u] Rk’uJ (15)
und (13) lautet jetzt ausfiihrlich geschrieben
9

. 2 1
$Y Ay - 2|+ 2
,; T [t —15 |
)
[2ex N0 e b ]
,;‘JR;;’ & IR/ =1 R

+P(R), wag=Unyayg. (13a)

Als Nullpunkt unserer Energieskala gilt uns jener
Zustand, in welchem eines der beiden Storstellen-
elektronen ins Leitungsband ionisiert ist. Dann ver-
schwindet die elektrostatische Wirkung dieses Elek-
trons auf die Gitterbausteine naherungsweise und
zuriick bleibt eine Anionenliicke, in welcher ein neu-
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trales Wasserstoffatom sitzt, das in erster Naherung
nach auflen nicht in Erscheinung tritt. Wir erhalten
also fiir die Energie des Leitungsbandzustandes die
Energie der Anionenliicke U . plus der inneren
Energie Uy des freien Wasserstoffatoms
UL,=U_p+Us. (16)
Wenn nicht ausdriicklich eine andere Einheit an-
gegeben wird, werden sidmtliche Groflen in den
Harrreeschen atomaren Einheiten? gemessen.

Am Beispiel des KCl wollen wir kurz die Energie
U g der Anionenliicke abschitzen. Bei starrem Gitter
mit unpolarisierbaren Ionen gilt

Uls =P (Rs Cich
oB =P (Rx) + xZo e
=P+ M e2/d—6b/d*;
denn der zweite Term ist nichts anderes als die
Maperunc-Energie (Gitterkonstante d=3,14-1078 cm;
u=12; M=1,748; b=M e2d* /6 u; e=Elementar-
ladung). Die Polarisationsenergie der Liicke, welche so-
wohl von der Polarisation der einzelnen Gitterionen wie

von deren Auslenkungen aus den Gleichgewichtslagen
des idealen Gitters herriihrt, ergibt sich zu

— 6 b/d"

e—1 dyatsese Sl
8ze ] R* 2¢ R,
R,
Nach Morr und Gurney !° hat man bei KCl den Ab-
schneideradius Ry=0,85 d zu wihlen. Mit £¢=4.,68 er-
halten wir fiir Ucp
-1 1
el o
=P+8,0-0,7—-2,1=P+5,2 [eV].

§ 3. Das Variationsverfahren zur Losung des
gitterstatischen Problems

Mit der aus (9) und (12) gewonnenen, normiert
gedachten Vergleichsfunktion
Yau =¥au i, ¢ (Re') ] (17)
bilden wir den Erwartungswert des Hamrrron-Ope-
rators der Gl. (13 a). Der Erwartungswert hangt
dann nur noch von den Variationsparametern
¢ (Ny'), welche ihrerseits Funktionen der Kern-
gleichgewichtslagen sind (vgl. § 1!), und weiter ex-
plizit von den Kerngleichgewichtslagen ab. Fir U,
ergibt sich unter Beriicksichtigung von Gl. (16)

Unle! (R, Ril =2, (c)+Qn(c] ,ERk)+V(5Rk) U, (18)
wobei wir (c;‘) —f l,JnL (4, 1s,¢}) lA(Il) = + . }";Unlj(ru Ty, ¢j) dvy do,, (19)
0., ) =2 Y e a- f Jﬂl{g;j;{e;;c!f?),“f’, dv, dv, | (20)
und V(ka) =P(Ri) — X b/R} (21)

k+0

10 N. F. Morr u. R. W. Gurney, Electronic Processes in Ionic Crystalls, Oxford University Press, Oxford 1950.
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gesetzt und beriicksichtigt haben, daf} die Vergleichs-
funktion in den Ortskoordinaten beider Elektronen
symmetrisch sein muf}, wenn deren Spins antiparallel
sein sollen. Mit Hilfe von Gl. (10) erhalten wir
aus (18)

und mit Hilfe von Gl. (11)
Vi PO = — V[ [Qu(ch ) — 2 0]
=f7. (23)

Vergleichen wir Gl. (23) mit Gl. (23 a) der unter *
zitierten Arbeit, dann erkennen wir, daf} die rechte
Seite von (23) gleich der Storkraft ist, welche am
Gitterion im Orte ;" angreift. Aus den Gln. (22)
und (23) lassen sich, wie wir noch genauer sehen
werden, iterativ samtliche ¢} (R7%) einschlieBlich der
dazugehorigen Kernruhelagen

P =R+ & (24)
fiir den Zustand n der Storstellenelektronen berech-
nen. Kennen wir die Variationsparameter, die neuen
Gleichgewichtslagen und die Storkrifte, dann gilt,
solange wir von nichtlinearen Gitterreaktionen ab-
sehen, fiir die Gitterverzerrungsenergie 1

PORD -POW) =3 D HEL  (25)

und wir erhalten fiir die Gesamtenergie des gestorten
Gitters im statischen Gleichgewicht fiir den Elektro-
nenzustand n

Un(RE) =Zn(c} (RD)) +Qulc} (RD), R
_,-#o(TfI:nT"*% Z RE +P(Re) —Ur. (26)

Wir wollen einmal abschitzen, wie weit bei der von
uns verwendeten Modellvorstellung der Grundzustand
des U-Zentrums unter dem Leitungsband liegt. Wir wih-
len wieder KCI als Beispiel. Dazu nehmen wir an, daf}
wegen der starken Lokalisation der Elektronen Q ver-
schwindet. Z bedeutet dann die innere Energie des
freien H™, welche um 0,75 eV unter jener des Wasser-
stoffatoms liegt. Die Gitterverzerrungsenergie ergibt sich
rein klassisch zu 0,2 €V, so dall, wenn wir noch die Ab-
schdtzung fiir U o am Ende von § 2 verwenden, aus
(26) folgt
U=Ug—-0,75-0,74+0,2+P—U o g—Un= —6,4 V.
Dieses Ergebnis ist gréfenordnungsmifig verniinftig,

11 F. WanL, Z. Naturforschg. 15 a, 616 [1960].
12 S. CHANDRASEKHAR, Astrophys. J. 100, 176 [1944].
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da das Maximum der U-Bande bei KCI bei 5,8 eV liegt.
In diesem Betrag ist allerdings die Gitterschwingungs-
energie, die etwa ein Zehntel der Maximalenergie aus-
macht (s. §8!) enthalten. Nimmt man diesen Betrag
als richtig an, dann liegt der angeregte Zustand des
U-Zentrums ca. 1 eV unter dem Leitungsband. Schitzt
man wieder mit der Unbestimmtheitsrelation die Orts-
unschirfe ab, ergibt sich Ar=25,2-1078 cm, die Elek-
tronenwolke des U-Zentrums reicht also bis zu den
iiberndchsten Nachbarn im Kristall und der Naherungs-
ansatz (12) ist nicht mehr besonders gut. Genauere
Rechnungen miifiten also auch Austauschwechselwirkun-
gen zwischen Gitter- und Storstellenelektronen zulassen.

Der Erfolg eines jeden Variationsverfahrens hiangt
von der mehr oder weniger giinstigen Wahl der Ver-
gleichsfunktion ab. In unserem Falle wird diese von
der Modellvorstellung des gestorten Kristalls be-
stimmt. Wie man an dieser Modellvorstellung leicht
erkennt und wie auch obige Abschétzung zeigt, wird
das eine der beiden Storstellenelektronen durch das
Proton, das andere aber vorwiegend durch das Kri-
stallfeld gebunden. Rein kugelsymmetrische Ver-
gleichsfunktionen scheiden damit streng genommen
aus, weil sie infolge zu geringer Anpassung an die
Symmetrie des Kristallfeldes den fiir die Bindung
des einen der beiden Elektronen energetisch entschei-
denden Anteil stark unterdriicken. Um den rechneri-
schen Aufwand moglichst niedrig zu halten, wollen
wir indessen trotz der ungeniigenden Anpassung an
die Symmetrie des Hamirron-Operators kugelsym-
metrische Ansitze wihlen. Zwar liegen dann die Ab-
solutwerte zweier Energieniveaus des U-Zentrums
zu hoch, doch kann man annehmen, daf} die Differenz
jener Niveaus naher beim korrekten Wert liegt, weil
bei lokalisierten Wellenfunktionen die Fehler, welche
man durch zweimalige Verwendung kugelsymmetri-
scher Vergleichsfunktionen in Kauf genommen hat,
sich teilweise bei der Differenzbildung der in Be-
tracht kommenden Energieterme kompensieren.

Als Vergleichsfunktion fiir den Grundzustand des
U-Zentrums verwenden wir die einfachste zweipara-
metrige Funktion, die beim freien H™ noch einen
stabilen Grundzustand liefert, namlich 12

yi~vexp{—ci'ry—c'ro} +exp{—es ro—cy'ry} .
Bei deren Verwendung miissen wir mindestens mit
drei verschiedenen Fehlerquellen rechnen. Einmal
beschreibt die Vergleichsfunktion schon den Grund-
zustand des freien H™ nicht korrekt: Der derzeit
beste Wert1? liegt um 0,39 eV unter jener Energie

13 E. HyrLLeraas u. E. Miptoar, Phys. Rev. 103, 829 [1956].
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des Grundzustandes von H~, die mit Hilfe der obi- aber fiir den angeregten Zustand des U-Zentrums
gen Funktion gewonnen wird. Dann fillt der Er- den Ansatz
wartungswert der ersten drei Summanden unseres
Hamrrron-Operators von (13 a) sogar noch geringer
aus als im freien Zustand des H™, weil die Variations-
parameter unter dem zwar geringen, aber doch vor- verwenden wollen — Y;,,(%,¢) bedeuten Kugel-
handenen Einflufl des Kristallfeldanteils Q im Ha- flichenfunktionen —, welcher im Prinzip die nam-
miLToN-Operator andere als die maximal giinstigen lichen Mingel aufweist, erwarten wir gemafl dem
Werte fiir diese Funktion annehmen. Endlich unter- oben Gesagten fiir die Differenz der mit diesen bei-
driickt sie wegen ihrer Kugelsymmetrie die bindende den Funktionen gebildeten Erwartungswerte mit
Wirkung des Kristallfeldes fast vollstindig. Da wir ~ dem Experiment vergleichbare Ergebnisse.

Yo ~.Ty exp{ —e?ry—cs? 72} Yo ("91)
+ryexp{ —c2ry —c?ry} Yyg(y)

§ 4. Die Wellenfunktionen und Energieeigenwerte fiir den Grundzustand und den ersten
angeregten Zustand des U-Zentrums

Die normierte Vergleichsfunktion fiir den Grundzustand lautet

wi=4;[y11 (1) w12 (2) +v11(2) w12 (1)], (27)
wobei Y11 (1) = [(e,")3/n] " exp{ —cs! 1y},
_ — _ 128(cyt cot)3 | —
V12 (2) =[(cx")%/n] T exp{ —c,' 1o}, 42 = [2 + (Cll,_;_zf)ﬁv]
Fiir den Erwartungswert von Z; ergibt sich
Sy 20,1 _ .12 1 1 2 [ et (cy! esY)® 20 (¢eqt )3 }
Zl—cl Ce +A1 (cl Ce ) +61 +02 +2 Al [611+821 N (C1l'|'021)3 - (C11+Czl)5 (28)

sowie fiir den Erwartungswert Q,

01=24 X 25 | (4o R) exp{ 201 R’} + (14! RY)) exp{ 205! Ry}
k+0 v

i ()(t(xc;-:zl)e [2+ (e +eot) Ry exp{— (e +¢5t) Ry'}] Jl ’ )

Aus Gl. (23) gewinnen wir fiir die »-te Komponente der Storkraft auf das Gitterion am Ort R/
»=X,Y,2)

1y ub ey 1, ,.1)86 1p/ 1R 2 o 1pt
(k ) R{ut1 +Ri’2[64-(011621)+(61‘+Czl)s] (61 +CZ) [(1+2CI Rl +2(Cl Rl) )exp{ 261 Rl}
+(1+2 ¢! R +2(cs' R))?) exp{ —2 ;' Ri}]
+64(ctea))3[24+2(ct +c5t) R + (cgl+¢51) 2 R2] exp{ — (el +¢5') R} J . (30)

In nullter Niherung bestimmen wir die Variationsparameter ¢;* und c¢,! mit Hilfe von Gl. (22) fiir
R;" =Ny, also fiir das unausgelenkte Gitter. Nach Gourary und Apriax!* ergeben sich dann fir die
Variationsparameter folgende Werte:

ucjv g | 4 9
LiF 1,00 58 || NaCl 1,00 047
NaF 1,01 50 KCl 1,01 044 ot
LiCl | 1,01 47 RbBr | 102 0,39 gL

Die Gl. (30) l4Bt sich nach einem Verfahren, welches Stumpr?® im zweiten Kapitel seines Buches aus-
fiihrlich schildert, praktisch 16sen. Jedoch sind die fiir dieses Verfahren notwendigen Vorarbeiten nur fiir
KCl als Wirtsgitter geleistet worden 1%, Setzen wir die beiden Werte fiir KCI aus Tab. 1 in Gl. (30) ein,

14 B, S. Gourary u. F. J. Apriax, Solid State Physics 1960, 10. > H. Gross u. F. Wany, Z. Naturforschg. 14 a, 285 [1959].
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so ergeben sich z. B. fiir die Auslenkungen der néchsten Nachbarn der Storstelle nach diesem Verfahren
(&8) = —0,02d = — 0,12 g, 16 (31)

Bei entsprechendem Rechenaufwand léBt sich die Auslenkung jedes Gitterions berechnen. Die Storkraft
(30) ist jedoch bereits bei den tiberndchsten Nachbarn gleich Null, so da wir es mit (31) bewenden

lassen wollen.

Hatten wir unseren Rechnungen einen genaueren Modell-Hamirron-Operator zugrunde gelegt und eine
besser angepafite Vergleichsfunktion verwendet, wiirden wir das bisher Berechnete als das Ergebnis einer
ersten Stufe eines Iterationsverfahrens ansehen. So erscheint eine Fortfilhrung der Rechnung wenig sinn-
voll und wir verwenden hinfort die Werte aus Tab. 1.

Als Vergleichsfunktion fiir den angeregten Zustand dient uns die normierte 2!P-Funktion

e (1/12) (921 (1) w92 (2) +91(2) ype(1) ]
o (1) = [ (012)5/3] ! 92 (2) = [ (022)3/-7] - exP{ = 022 72} .
9J; bedeutet den Winkel zwischen dem Radiusvektor des i-ten Elektrons und der Z-Achse. Fiir den Erwar-

(32)

mit ryexp{ —c.2r;} cos 9,

tungswert Z, findet man

Zy=14[(ef)?+ ()] +

und fiir den Erwartungswert Q,

3 (ef+¢?) + 661 {

Q:= Z ;ig,{exp{ —2¢® R’} [1+ $c® R’ + (¢® R) 2 + & (e? R)?]

k+0

+ (3 cos2P,—1) |— e 2R’)2

-+ (Cl2Rk )2+

Mit Hilfe von Gl. (23) gewinnt man wieder die
Storkraft auf die Gitterionen. Dabei mufl man be-
achten, dal wegen der geringeren Symmetrie des
21P-Zustandes gegeniiber dem kugelsymmetrischen
Grundzustand des U-Zentrums die Z-Komponenten
der Storkrafte andere Werte aufweisen als die unter
sich gleichen X- und Y-Komponenten.

Die Variationsparameter c¢;> und c,?> bestimmen
wir wieder in nullter Naherung mit Hilfe von Gl.
(22) unter der Voraussetzung des starren Gitters.
Nach Gourary und Apriax 14 ergeben sich folgende
Werte fiir die c,2:

LiF 0,53 LiCl 0,47 KCl1 0,4117
NaF 0,50 NaCl 045 RbBr 0,40
Tab: 2:

Der Parameter c,? hat allgemein den Wert Eins.
Fiir KCI wollen wir wieder die in nullter Néhe-
rung berechneten Gitterauslenkungen angeben. Da-

16 g, ist der kleinste Bonrsche Radius des Wasserstoffatoms
und die Lingeneinheit der HartrEESChen atomaren Einhei-
ten.

_ 3(e)t 6t | 56(cd) ()’
3 (¢s® +C>2)4 (C12+C22)5 (ci®>+c?)? (33)
2 777’377”7*7”3777 2 .I
+exp{ —2¢,2R;} (z(qu,)? “ary T2l R
3 (c12Rk’)3ﬂ texpl—2e2 B} (1457 Rk’)}. (34)

bei wurden auch noch die Auslenkungen der tiber-
nichsten Nachbarn bestimmt. Beriicksichtigt man die
Symmetrieverhéltnisse, erhilt man fiinf voneinander
verschiedene Auslenkungen

0,04 d;
(82)f00= 0.24q (52) fo1 =0;
— 0,01 d
(52) 110~ *0,06 a, 5 (52){%1:0;
N Z — _0-02 d
('E )101 _0512 a . (35)

Insbesondere der Wert fiir (£2)%); zeigt uns, daB
es nicht geniigt, nur die Auslenkungen der nichsten
und iibernichsten Nachbarn explizit zu beriicksich-
tigen. Da die Zahlen (31) und (35) aber ohnehin
mehr qualitative als quantitative Bedeutung haben,
weil in 1% u. a. falsche Abschirmkonstanten verwen-
det wurden (s. die unter ? zitierte Arbeit!), wollen
wir uns mit (35) zufrieden geben. An der Grofen-
ordnung der schon berechneten Auslenkungen wiirde

17 Dijeser Wert fiir KC] wurde von mir zur Kontrolle auf einer
Elektronenrechenmaschine berechnet. Die beiden Autoren
geben die Zahl 0,42 an.
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sich ohnedies nicht viel andern, weil eine solche Aus-
lenkung im wesentlichen der am herausgegriffenen
Gitterion angreifenden Storkraft proprotional ist.
Nach dem oben iiber die Vergleichsfunktionen Ge-
sagten kann man ohnehin nur fiir die Differenzen
entsprechender Komponenten von (31) und (35)
annehmen, dal sie in der Nihe der korrekten Dif-
ferenzen zwischen den Auslenkungen des Grundzu-
standes und des angeregten Zustandes des U-Zen-
trums liegen.

Fir die weitere Verwendung der Werte aus Tab. 2
gelten die niamlichen Argumente wie beim Grund-
zustand.

Nach Formel (26) lafit sich nun der Erwartungs-
wert U, in nullter Naherung leicht berechnen.

Fiir KCl ergeben sich folgende Zahlenwerte:

\ :

BN RN N
a=1| —0,505 ‘0,011 — 0,025 ’ 0,002 | —0517
n=2 —0410 0083 | —0025 | 0009 & —0343

U= —14,07+8,4= —5,67eV
Uy= — 9,34+84=—094eV.

und damit fur
und

Subtrahieren wir noch von der Energie des Grund-
zustandes die Differenz zwischen dem Energiewert
des freien H™, welcher der von uns verwendeten Ver-
gleichsfunktion zugeordnet ist, und dem besten theo-
retischen Wert 13, so erhalten wir die korrigierte
Energie

Uj=—-5,67—-0,39= —6,06€V.

Dieser Wert diirfte dem wirklichen einigermaflen
nahekommen. Allerdings erfaflit die obige Korrektur
die bindende Wirkung des Kristallfeldes nicht, so daf}
der wahre Wert noch tiefer liegen mag. Da aber die
Vergleichsfunktion fiir den angeregten Zustand des
U-Zentrums diese bindende Wirkung gleichfalls un-
geniigend beschreibt, wird bei der Bildung der Diffe-
renz U, — U, zumindest ein Teil dieses letzten Feh-
lers herausfallen. Es ergibt sich fiir

Uy, —U;=4,63 eV bzw. mit Korrektur 5,02 eV. (36)

Fiir diese Differenz — allerdings ohne Beriicksich-
tigung der Gitterverzerrungsenergie, welche in (36)
aber nach den obigen Bemerkungen wohl nur gré-
BenordnungsmaBig richtig enthalten ist — haben
Gourary und Aprian ! folgende Werte gefunden
(die Werte in den Klammern sind die korrigierten!) :

785

LiF 0,276 = 7,50 eV (7.89 V)
NaF  0.237 = 6,45 eV (6,83 eV)
LiCl 0,209 — 5,68 eV (6,07 eV)
NaCl 0,188 = 5,11 eV (5,50 eV)
KCl 0,164 = 4,46 eV (4.85 V) T
RbBr 0,145 — 3,94 eV (4.33 eV) D%

§ 5. Gitterschwingungen
Die Entwicklung (7) fir U,(X;) konnen wir fur

kleine Auslenkungen &;” nach dem quadratischen
Glied abbrechen — die hoheren Glieder sind wesent-
lich fiir den thermischen Ausgleich im Gitter, fiir un-
sere Fragestellung aber unwichtig. Da die quadrati-
schen Glieder in den Auslenkungen stets eine Ener-
gieerhohung bewirken, treten in die Gittergleichge-
wichtslagen riicktreibende Krafte auf. Die quadra-
tischen Ausdriicke kénnen wir demnach als eigent-
liche Ursache fiir die Schwingungsmaglichkeit des
Kristallgitters betrachten. Wir erhalten, indem wir
die Entwicklung (7) in die Kernbewegungsgleichung
(4) einsetzen und die Gln. (6) und (8) beachten

{_Z2LL8(§”)2+§ZA (pm Gn)

=[En —Un(X)) ] @n(E).  (37)

Die Entwicklungskoeffizienten A4}; sind spezifisch fur
einen bestimmten Storzustand des Kristalls und hén-
gen demnach sowohl vom Modell der Storstelle als
auch vom Zustand der Storstellenelektronen ab. Da
wir in dieser Arbeit auf eine explizite Berechnung
der Gitterschwingungen des gestorten Kristalls ver-
zichten wollen, setzen wir naherungsweise

Ay~ Ay, (1dealkristall) und M = M;, (Idealkristall).
(38)

Mit &f=My"?Etund Ay =AM i P M 1aBe
sich (37) in eine Form bringen, die erlaubt, den Hamir-
toN-Operator durch eine Orthogonaltransformation in
Diagonalgestalt zu bringen [s. die formal analogen
Gln. (43) und (44) unten!]. Das eigentliche Problem
ist dann die Losung der (43) entsprechenden Eigen-
wertgleichung. Die Matrix A%; 1iBt sich bei nur durch
Storzentren gestorten Kristallen in

A =Ap+C"

(38 a)

zerlegen 5. Hierbei ist Ax; die A% entsprechende Matrix
des idealen Gitters. Sind die Bindungskrifte im Real-
kristall nur wenig von jenen im Idealkristall verschie-
den und sind keine Fremdionen vorhanden mit Massen,
welche stark von den Massen der reguldren Gitterionen
abweichen, dann kann man in nullter Ndaherung die Ma-
trix C}; vernachldssigen. Nun sind zwar in unserem
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Fall die Bindungskrifte dhnlich wie im Idealkristall,
da sich die Gleichgewichtslagen des gestdrten nur wenig
von jenen des ungestorten Kristalls unterscheiden (s.
§ 4!), aber es sind in der Gestalt der U-Zentren Proto-
nen sehr leichte Fremdionen im Gitter vorhanden. Die
oben genannte nullte Niherung wire also nur dann
noch sinnvoll, wenn man nachweisen konnte, daf} die
Protonenschwingungen nicht mit den Bewegungen der
Storstellenelektronen gekoppelt sind. Fiir einen solchen
Sachverhalt sprechen einige qualitative Griinde, doch
muf} diese Frage zweifellos noch genauer theoretisch un-
tersucht werden. In dieser Arbeit fassen wir die Un-
abhéngigkeit der Protonenschwingung von der Elektro-
nenbewegung als Postulat auf und untersuchen die aus
dessen Giiltigkeit resultierenden Konsequenzen.

Wir fithren nun folgende Substitution durch !8:
(= Mofhat M BBy i - (39)
{&" & 86, {60 8 &), ..., sind die kartesi-
schen Auslenkungskoordinaten zweier entgegenge-
setzt geladener benachbarter Gitterionen mit den
Massen M, und M _ . Mit Hilfe von (39) kann man
in guter Ndaherung — insbesondere wenn M, ~M .
oder wenn M. und M_ sehr voneinander unter-
schieden sind — die optischen und akustischen Eigen-
schwingungen des idealen Gitters voneinander tren-
nen. (Bei N Gitterfreiheitsgraden gibt es im allge-
meinen /N verschiedene Gittereigenfrequenzen, zur
Hilfte optischen, zur anderen Hailfte akustischen
Eigenschwingungen zugeordnet; die Eigenschwin-
gungen jedes Zweiges bestehen ihrerseits zu zwei
Dritteln aus transversalen und zu einem Drittel aus
longitudinalen Schwingungen.)

Mit @ (&%) = @bm (Cor) Pam (Caz) (40)

erhilt man, wie man genauer bei Wacner !® nach-
lesen kann, zwei ScurODINGER-Gleichungen, von de-
nen jede nur von den Koordinaten eines Schwin-
gungszweiges abhangt. Seien M,=M, +M_ und
My=M_M_/(M,+M_) die reduzierten Massen
der beiden Schwingungszweige, dann gilt

N2 Nj2

1 92
- *Mv' ; Tﬁ; + % ],Z’l a’vjk C:L) :lk (P:Lm (C:Lm)

=& ¢:an (C}m) 5 (4‘1)
En =Un(X%) + €0m =+ €am - (42)

Die weitere Behandlung gilt fiir beide Zweige glei-
chermaflen, der Einfachheit halber verzichten wir
aber auf den Index »=a (akustisch), o (optisch).

Die Schwingungsgleichungen (41) lassen sich
durch eine Transformation ihres Hamirron-Operators

18 M. Wacner, Z. Naturforschg. 15 a, 889 [1960].
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auf Normalkoordinaten in ein System ungekoppel-
ter Oszillator-Gleichungen zerlegen, deren Wellen-
funktionen und Eigenwerte ja bekannt sind.

Zu jeder symmetrischen Matrix @ laBt sich be-
kanntlich eine orthogonale Matrix b so angeben,
daf} die transformierte Matrix b* @ b eine Diagonal-
matrix ist. Die Matrix b enthalt die Eigenvektoren
von @ als Spalten, die transponierte b* demgemil}
als Zeilen. Bezeichnen wir die Eigenwerte von @ mit
M(w;)?, dann gilt

D big arj by =M Sy () =M (w;)%,  (43)
k,j

und die Koordinaten transformieren sich folgender-
maflen:

=D budls ¢'=) bull. (44)
i %

Durch die Normalkoordinatentransformation geht
der Hamirton-Operator jeder der beiden Gln. (41)
in eine rein quadratische Form in den Normal-
koordinaten ¢% tber, so dal die ScurGDINGER-Glei-
chungen durch den Ansatz einer Produktwellenfunk-
tion jeweils in /2 vollstindig entkoppelte Einoszil-
latoren-Gleichungen zerfallen:

1 22 1 2 . ny2 n
[ 2*w+§ka (qk) J¢n&k (qk)

=£1')le¢mk (q;:t), k:1927"'5]v/2 (45)
mit m=my,My,Mg,...,MN2,

Q1 5. .., gip2) = Di, (q1) P, (43) - - -

N/2
a=Sen s e —horm) .
k=1

Die @,’,‘lk sind die Wellenfunktionen linearer, harmo-
nischer Oszillatoren, deren Eigenfrequenzen durch
wy gegeben sind. Die Summe aller Energieeigen-
werte 7, , der akustischen wie der optischen, ist nach
Gl. (42) dem Eigenwert E}, — U,(X%) der Gitter-
schwingungsgleichung (37) gleichzusetzen.

Die Eigenvektoren b;; und Eigenfrequenzen wy
des idealen Gitters wollen wir als bekannt voraus-
setzen. Dann 14Bt sich leicht zeigen, daf} die Normal-
koordinaten fiir zwei Elektronenzustinde n und n’
nur durch Nullpunktsverschiebungen getrennt sind.

Die reduzierten Auslenkungen (% sind auf die
Ruhelagen des Zustandes n der Storstellenelektronen
bezogen. Nach (39) gilt

0y =0-"
_ M (X = X5) +M - (X5e—X%)
My+M-_
baw. 2" = (X% — X8%) — (X% -1 — XB—1).

mit A"

(46)
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Beriicksichtigen wir die Gln. (44), so ergibt sich
aus (46)

N2

@ =g — Db A (47)

%
Den im N/2 dimensionalen akustischen (optischen)
Raum definierten Verschiebungsvektor 13" kann man
nach dem im selben Raum vollsténdigen System der
Eigenvektoren b;; entwickeln

’ N2 ’
3 =S by o (48)
i
und wir erhalten somit aus (47)
’ r ’ N2 ’
G g mit = SbEAY. (49)
%

Die Gleichheit der Eigenschwingungen bei verschie-
denen Elektronenzustinden bedeutet also lediglich,
daBl die dynamischen Reaktionen des Gitters in bei-
den Zustinden nidherungsweise gleich sind, nicht
aber, daB} die Storstellenelektronen vom Gitter voll-
standig abgekoppelt sind. Den Nullpunktsverschie-
bungen der Normalkoordinaten kommt, wie wir spa-
ter noch genauer sehen werden, gro3e Bedeutung zu.

§ 6. Die Wellenfunktionen der Storstellen-
elektronen in der Gitterdynamik

Wie wir gesehen haben, dndert sich bei einem
Elektroneniibergang in den von uns verwandten
Vergleichsfunktionen praktisch nur einer der beiden
Parameter. Es geniigt deshalb, der Gitterdynamik
eine Wellenfunktion v,[z;,¢"(X;)] zugrunde zu
legen, welche lediglich noch einen Variationsparame-
ter ¢"(Xy) enthalt. Da die durch Gl. (6) definierten
gitterdynamischen Auslenkungen bei null-dimensio-
nalen Storungen klein sind, kénnen wir den Varia-
tionsparameter c¢”(X) =c"(X}% +£&%) in eine rasch
konvergente Reihe nach den &% , bzw. auch nach den
durch (39) definierten reduzierten Auslenkungen
entwickeln

A =+ S ey (50)
]

mit c¢g =c"(X%). Da wir ¢ aus der Gitterstatik ken-

nen, miissen wir nur noch die linearen Entwicklungs-

koeffizienten c;; , auf welche man sich bei null-

dimensionalen Storungen beschrinken kann, berech-

19 H. Stumer u. M. Waener, Z. Naturforschg. 15a, 30 [1960].
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nen. Diese ergeben sich, wie man in der Arbeit von
Stumpr und WacNER 19 nachlesen kann, zu
32
B dcyn Un(cb> X%) '
d2
Vd_(c_oiii Uyn(cg, X3
Beachten wir Gl. (18), dann sehen wir, daf} im Er-
wartungswert U, nur Q,(c”, R;) sowohl von den
Gitterauslenkungen als auch vom Variationsparame-
ter abhiingt. Entwickeln wir die rechte Seite von Gl.
(20) um die idealen Ruhelagen N bis zum linea-
ren Glied und beachten, dal die gitterdynamischen
Auslenkungen &} gemiB (6) als willkiirliche Aus-
lenkungen aus den Gleichgewichtslagen des gestorten
Kristalls definiert sind, dann gilt mit

R —Ri=8t + Rt —Rp)

fiir den einzigen, sowohl von den gitterdynamischen
Auslenkungen wie vom Variationsparameter abhin-

gigen Ausdruck in Q, (¢", R;)
22( i+ Re —Re) Vier
%

n,
Cy}'—'

(51)

. . 2 dv, do,
len(r1,r2sC")[ ,mk_rll'

Mit Hilfe der Substitution (39) 1iBt sich (52) auf
die reduzierten Auslenkungen (}; bzw. in vektoriel-
ler Schreibweise % umschreiben. Ersetzt man in
(52) den Gradienten im Gitterpunkt Ji;, und in dem
ihm gemdll (39) zugeordneten benachbarten Gitter-
punkt, welcher mit einem lon entgegengesetzter La-
dung besetzt ist, durch den Gradienten genommen
im Mittelpunkt R? der Zelle, welche von diesem
Ionenpaar gebildet wird, dann entsteht aus (52)
ndherungsweise

2 ZQkalen(rprg;C")P
%

(52)

dv, dv,

. 53
=R

Die Summe ist iiber alle N/6 Ionenpaare des Git-
ters zu erstrecken. Die ,,akustischen“ Auslenkungen
€% fallen heraus, wenn der Schwerpunkt eines
Ionenpaares in Ruhe bleibt, d. h. die riicktreibenden
Krafte auf die beiden Ionen eines Paares gleich sind.
Je genauer also die oben erwihnte Interpolation fur
die beiden Gradienten ist, desto exakter gilt Gl. (53).
Fir die dem Storzentrum unmittelbar benachbarten
Tonenpaare verliert diese Interpolation zwar nahezu
ihren Sinn, da die Krafte auf die nachsten Nachbarn,
wie wir wissen, erheblich hoher als jene auf die
ibernachsten Nachbarn sind. Trotz dieses Einwandes
wollen wir einfachheitshalber (53) zugrunde legen.
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Dann sind die Elektronenwellenfunktionen nur noch
mit dem optischen Zweig der Gitterschwingungen ge-
koppelt: Setzen wir (53) in Gl. (51) ein, wobei wir
beachten miissen, dafl (51) durchlaufend indiziert,
(53) aber vektoriell dargestellt ist, dann erhalten
wir fiir die Entwicklungskoeffizienten des Variations-
parameters mit

d U (¢t

¥ =Nna
ate ") r)

i (i dv, dv,
n.o__ 0. L A Vi . 12 1 vy
Caj = 09 CO) Nn dco" k fl Yn l J iRk(,_r |

Fortan stehen die (% nur noch fiir die ,optischen®
Auslenkungen.

. (54)

Wir fithren nun den normierten Vektor

= i |12 dv, dv,
W= (" TV [l g

("F=3 [VA [lunl? e 55)

ein und erhalten mit dessen Hilfe aus (54)

2 non
Nd”u;u

(56)

Multiplizieren wir beiderseits mit ' und summieren
iiber j, dann ergibt sich die Invariante

25 =5, L8 gs s (57)

denn die {7 wie die ¢} lassen sich als die Kompo-
nenten zweier Vektoren im N/2 dimensionalen ,,opti-
schen® Raum auffassen. ¢} , und damit nach (56)
auch 77 , muf} sich also genau so wie {j nach Gl
(44) als Linearkombination jener Eigenvektoren
schreiben lassen, welche den ,,optischen” Raum auf-
spannen. Wie man leicht sieht, ist %% ein longitudi-
naler Vektor, und zwar kann man mit einigem Recht
7 durch solche Gittereigenvektoren darstellen, die
lediglich dem langwelligen Bereich der optischen
Longitudinalschwingungen angehoren, wie man ge-
nauer bei WacNEr!® nachlesen kann. Bekanntlich
sind nun die Eigenfrequenzen bei Ionenkristallen im
optisch-longitudinalen Zweig vor allem im langwel-
ligen Gebiet quasientartet, so dal} sich jede normierte
Linearkombination der eigentlichen Eigenvektoren
ebenfalls als Eigenvektor auffassen laBt. Somit kon-
nen wir den normierten Vektor %7 als Eigenvektor
verwenden. Seine Komponenten seien #}; . Zu die-
sem Eigenvektor suchen wir noch ein orthogonales
System 5% (k=2, 3, 4,...) normierter Vektoren
und haben damit ein vollstindiges, den optisch-longi-
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tudinalen Eigenvektoren dquivalentes System. Es gilt
also entsprechend zu (44)

& = 2 M dk.-
%
Fiir die Koeffizienten aj der Normalkoordinaten

folgt mit (58) aus Gl. (57)
ay = Z ik d - (" 73).

II ]

(58)

(59)

Unter Beriicksichtigung der Orthogonalitat der %7
und mit der Annahme, daB fiir £ = 2 die 5} von
¢y, also vom Elektronenzustand unabhingig sind,
erhalt man mit Hilfe von (59) aus Gl. (57) die Be-
ziehung

2 dyn — N7
W*E; Q1'aIQI

3 4=

i

(60)

und damit aus Gl. (50) fir die dynamische Wellen-
funktion die sehr einfache Formel

w(nm+2ﬁ¥ =y, (1;, cp +atq}). (61)

Wollen wir die obige Annahme, daf} die #j; fiir k£ =2

vom Elektronenzustand unabhéngig sind, nicht machen,
dann wihlen wir

d
no_
e degn

als zweiten Gittervektor und bestimmen 7} aus der

Gleichung

n
i1

i =hy i +he

unter Beachtung der Orthogonalitits- und der Normie-
rungsbedingung. Dann ist die Elektronenwellenfunktion
an zwei Normalkoordinaten gekoppelt. Doch ist der Ko-
effizient der zweiten Normalkoordinate im Vergleich zu
jenem der ersten vernachldssigbar klein.

Bei Ubergingen zwischen zwei Elektronenzustin-
den n und n’ miissen wir beide Elektronenzustinde
gleichzeitig beschreiben und dazu natiirlich ein ein-
ziges Eigenvektorsystem benutzen. Als ersten Eigen-
vektor nehmen wir

(62)

Den zweiten Eigenvektor b;»> wihlen wir so, dal} sich
7% als Linearkombination von b;; und b;s darstel-
len 1d6t. Die beiden Koeffizienten b; und b, ergeben
sich aus den Orthonormalitatsbedingungen zu

by = 277%'772; by=1— by
2

bkl = 7]% o

(63)

Es hédngen also by und by sowie by und b, von c"
und ¢ ab. Die weiteren Eigenvektoren mogen nun
von den Elektronenzustinden unabhingig sein (will



ZUR THEORIE DER U-BANDE

man diese Forderung nicht stellen, hat man in sinn-
gemaifer Erweitereung des oben kurz erwéhnten Ver-
fahrens statt zwei Eigenvektoren deren vier zu wih-
len!). Aus Gl. (59) erhalt man nach einfacher Rech-
nung die Koeffizienten a7, %, a} und a% , wenn man
beachtet, dal das Orthogonalsystem nunmehr aus
br1, bsz, . . . besteht. Es ergibt sich

N,a} —9 ¥ . N,af =22 _db,

deyn’ by dey
Nod? =2-% (5,); (64)
dey
)l — d yn'
Ny a3 —2w(b2/n)a

und wir erhalten fiir die beiden Elektronenwellen-
funktionen die Ausdriicke

¥a(Ti, co +ai gy + a5 g) ;

ww (i cf +ai ¢ + a3’ gb). (65)
Dieses Ergebnis ist anschaulich verstidndlich: Da die
beiden Elektronenzustinde n und n’ im allgemeinen
eine verschiedene Symmetrie aufweisen, miissen sie
bei gleichzeitiger Beschreibung mindestens an zwei
Gitteroszillatoren gekoppelt sein.

Nun wollen wir noch kurz die potentielle Energie
der Gitterschwingungsgleichung in Normalkoordina-
ten herleiten. Nach Gl. (18) gilt in kartesischen Ko-
ordinaten
Unlc" (X3), Xi] =V (Xz)

+Unle" (X% + &%), XE + &%],
wobei wir abkiirzend lfn=Z,L+Q,L gesetzt haben.
Wir transformieren nun U, auf die optischen Aus-
lenkungen (% und entwickeln U, nach diesen bis zum
linearen Glied (wiirden wir bis zum quadratischen
Glied entwickeln, wiirde sich zeigen, daf} den Gitter-
oszillatoren in verschiedenen Elektronenzustinden
verschiedene Frequenzen zugeordnet sind. Wir wol-
len aber in dieser Arbeit auf die Untersuchung sol-
cher Effekte, die von der Anderung der Eigenfre-
quenzen herriihren, verzichten!). Beriicksichtigen wir

die GIn. (22) und (51) sowie (56), so ergibt sich
Unle"(£D, 03] =Un(ch: X2) +2 ' Ly n}.  (67)
%

(66)

Da b;; und b;s Eigenvektoren sind, gilt
(i=brigl+brags + ...,

und unter Beachtung von (62) und (63) findet man

nach leichter Rechnung

Unle(X3), Xl =V (Xi) + Un(c§- X +2 9" g1, (68)

Un[e” (Xx), Xi] =V (Xi) + Uy (c§» X¥)

+2 9% (b1g} + b2 qh). (69)
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§ 7. Bestimmung der Nullpunktsverschiebungen
der Gitteroszillatoren

Zur direkten Bestimmung der Nullpunktsverschie-
bungen der Normalkoordinaten gehen wir aus von
dem Zustand. in dem eines der beiden Stérstellen-
elektronen sich am unteren Rande des Leitungsban-
des befindet. Die diesem Zustand zugeordneten ,,opti-
schen“ Normalkoordinaten nennen wir ¢z°. Aus
Formel (41) ergibt sich nach deren Transformation
auf Normalkoordinaten fiir die von den optischen
Schwingungen herrithrende potentielle Energie ins-
besondere

N2
2 (yo0)\2 . T M. M_
V) = M Y RGP M= M 0
oder mit ¢ =q%—ai™
Nj2 N2
V(Xy)=3M Y of (@) —M D ofadi=q;
% %
Ng o
+3M Y of (az)% (71)
%

Setzen wir diese definitionsgemal vom Elektronen-
zustand unabhéngige Beziehung fiir V' (X;) in (68)
und (69) ein, so finden wir

Up=Un(co, X3) +27" g1 —M Y 0faf™q;
k

MY @, (12)
k
Uni=1Ux: (C{JL,’ 1]2') +2 72 [bl quL’ + by qg’]
(73)

—MY ofareqy + 3 M Y wla)
k k

Die beiden letzten Gleichungen diirfen aber keine
linearen Glieder in den ihnen eigenen Koordinaten
¢ bzw. g% enthalten. Daraus resultieren zwei Glei-
chungssysteme, welche mit der aus Gl. (49) folgen-
den Beziehung /" =a’* —a’'* zu

: 2 :
a" = Mop (y"—byy™);

- 2 ,
g =g wabzyn;

a =0 fir k=3,...,N/2

(74)

fithren. Fiir die beiden Oszillatoren, welche als ein-
zige Nullpunktsverschiebungen erfahren, beniitzen
wir eine einzige Frequenz w;. Diese ist gegeben
durch

w;=Ve[n? w,, (75)
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wobei w, die ultrarote Dispersionsfrequenz des be-
treffenden Kristalls bedeutet 2°.

Viel wichtiger als die beiden Nullpunktsverschie-
bungen einzeln ist ihre Quadratsumme.

Der maximale Unterschied der potentiellen Ener-
gie der auf Normalkoordinaten transformierten Kern-
schwingungsgleichung (41) zwischen den Zustinden
nund n’ ist

Nj2 )
$ 20 Y 0F @2, (76)
7
Da nur zwei Gitteroszillatoren Nullpunktsverschie-

bungen erfahren und die beiden Oszillatoren eine
gemeinsame Frequenz w; besitzen, erhalten wir

aus (76)

how(z+y)
o o (af)? _ (ag™)? 2_ h
mit z= T = Sa oo = Moy’ (77)

z und y sind dimensionslos. Klassisch physikalisch
ist h wy (z+y) die maximale potenielle Energie, die
beide Oszillatoren zusammen bei der Verdnderung
ihrer Nullpunkte in Schwingungsenergie umsetzen
konnen. Da die Elektronen des U-Zentrums nur elek-
trische Wirkungen auf die Gitterionen ausiiben, muf}
(76) bzw. (77) gleich der Energie der Umpolarisa-
tion des Gitters sein, welche die Storstellenelektronen
beim Ubergang vom Zustand n in n” bewerkstelligen.
Wir vermuten, dal} (77) quantenmechanisch die
energetisch wahrscheinlichste Gitteranregung bedeu-
tet. Dies wird sich spéter als zutreffend herausstel-
len. Beriicksichtigen wir (74, so ergibt sich aus (77)

(24Y) = 1z [P +BEG™)

—2by "y +b2(y")%].  (78)
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Mit Hilfe der Definitionsgleichungen fiir y”, b, und
b, 1aBt sich dieser Ausdruck berechnen. Bei der prak-
tischen Auswertung verwandelt man zweckmaBiger-
weise die auftretenden Gittersummen naherungsweise
in Integrale. Die Ergebnisse der Berechnung von
(zx+v) und die dabei beniitzten Parameter findet
man in Tab. 4.

NaCl | KCI RbBr

Gitterkonstante ‘

d - 108 cm 2,81 3,14 3,43
€ 5,81 4,78 5,16
n2 2,33 2,18 | 2,6
wo - 10713 sec 3,085 2,687 1,23
wy - 10713 sec 4,87 3,985 2,445
hw; eV 0,032 0,026 0,016
(x + ) 22 22 38

Tab. 4.

§ 8. Die Absorptionsbande

Wir konnen nunmehr die Wellenfunktionen der
Storstellenelektronen auch im dynamischen Fall als
bekannt voraussetzen, kennen damit die Gesamtwel-
lenfunktion und sind somit in der Lage, Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten jeglicher Art zu berechnen, wenn
die Ubergangsoperatoren bekannt sind. Insbeson-
dere lautet der Ubergangsoperator optischer Uber-
giange am U-Zentrum, wenn wir uns auf Dipolstrah-
lung beschrinken, ® = — ey (1; + ). Wenn wir nun-
mehr beriicksichtigen, dafl die Wellenfunktionen in
den Ortskoordinaten beider Elektronen symmetrisch
sind, da} nur zwei Gitteroszillatoren Nullpunktsver-
schiebungen erleiden und die Normalkoordinaten
zweier Elektronenzustinde gemif} (49) zusammen-
hdangen und endlich, dal die Dm;(q}) aufeinander
orthogonal sind, erhilt man fiir die Ubergangs-
Matrixelemente folgende Formel

D myymys wtmyomg = —2e [ [ [ [ Walti,c§+al qi + ab ) 1y e (v, & + 0t ¢} + 0l ¢8)

: ®;"1 (q;L) ¢7‘n? (qrzu) gt)m

(@ — ") B (% — a2") dvy dvy dgldah .

(79)

In (79) haben wir den speziellen Wert ¢” fiir ¢} = ¢’ = 0 mit cj bezeichnet. Es gilt

v =cl —al a?™ — ol af™’ .

Die Elektronenwellenfunktionen enthalten die beiden Normalkoordinaten g% und g% . Deshalb muf} die
Integration iiber den Ortsraum der Elektronen zuerst ausgefiihrt werden

2 2
D, w (ch s 02) = — 2 [ [ Wn (Vi b+ D @ 7)) tyyw (iy i + D al ¢) dvy dos.
i=1

(80)

i=1

20 M. Born u. K. Huanc, Dynamical Theory of Crystal Lattices, Oxford University Press 1954. n bedeutet in Formel (75)

den optischen Brechungsindex!
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Das Integral (80) laBt sich nach den Normalkoordinaten entwickeln. Setzt man diese Entwicklung in
(79) ein, so treten bei der Integration iiber den Normalkoordinaten-Raum die sogenannten Franck—CoNpoON-

Integrale auf

Lyw (@) = [P (q) Pw(g—a)dg, [P (q) g Pw(g—a) dg etc.

Diese lassen sich, wie erstmals Wacner 2! gezeigt hat,

exakt losen.

Nach WaGNER ist
_1 & [ —a ”"-’"-|/m! Lm'—m( a ) o ’
I ‘(a) = exp[ 2 2Iozl<zol/2_) m" 2 zy* Ay vi gm’ (81)
m,m R 5 i
2 _ l a? ﬁ+a m—m’ m’! Lm’_m: a2 s ’ <
P72 2 zy? (xol/i) mr " (2102) HIE ik St

wobei L2 =™ (z) ein Lacuerresches Polynom

Liw = 3 (07)

k=0

(—2)*
kO

x, durch (77) festgelegt ist. Die hoheren Franck—
Coxpon-Integrale lassen sich mit Hilfe von 7, ,, dar-
stellen. Wir wollen uns hier auf das konstante Glied
der obigen Entwicklung nach Normalkoordinaten
beschranken. Dies laft sich in dem dem U-Zentrum
dhnlichen Fall des F-Zentrums quantitativ rechtfer-
tigen 22. Hier verzichten wir jedoch schon aus prak-
tischen Griinden auf die Durchfithrung der Entwick-
lung, weil wir die Konstanten c§, ¢ und ¢}, welche
theoretisch fiir die Ruhelagen des gestorten Gitters
hergeleitet wurden, gar nicht kennen, sondern nur
die in bezug auf die Ruhelagen des idealen Gitters
bestimmten Niherungswerte. Wegen der geringen
Abweichung der idealen von den realen Ruhelagen
und der relativen Unempfindlichkeit der Vergleichs-
funktionen gegeniiber kleinen Gitterauslenkungen
diirfte diese Naherung ausreichend sein. Im speziel-
len Fall des optischen Ubergangs vom Grundzustand
des U-Zentrums in seinen angeregten 2!'P-Zustand
1aBt sich dann das Dipolmatrix-Element folgender-

mafen schreiben
i'\l,ml s Mg32,m'y = @1, 2 (6(1)7 C%) Iml m’y (a}:z) Im2m’2 (a'%z)'
(82)

Bringen wir einen U-Zentren enthaltenden Kristall
in das Strahlungsfeld einer Lichtquelle, so bewirkt
diese zeitabhingige Storung Uberginge zwischen
den Elektronenzustinden des Systems. Wir interes-
sieren uns hier lediglich fiir die im Ultravioletten
liegenden Ubergiinge der in den Storzentren lokali-
sierten Elektronen.

WacNer 2! hat fiir den Fall des F-Zentrums die
Gleichung der Absorptionsbande hergeleitet. Dabei
hat er angenommen, daf} bei nicht zu hoher Tempe-
ratur und kleiner Intensitat der Mefstrahlung die
Elektronenbesetzungswahrscheinlichkeit des Storzen-
tren-Grundzustandes gleich eins gesetzt werden kann.
Der hohen Besetzungswahrscheinlichkeit des Grund-
zustandes entspricht eine grofle mittlere Aufenthalts-
dauer in ihm. Deshalb setzen sich die mit der Elek-
tronenwellenfunktion korrelierten Oszillatoren in
thermisches Gleichgewicht, ehe ein Ubergang statt-
findet. Diese Voraussetzungen lassen sich zwanglos
auf einen durch U-Zentren gestorten Kristall tiber-
tragen und wir erhalten nach Wacner fir die Glei-
chung der Absorptionsbande

A how _ l+exp[—h wy/kT] hop) . 2(z+y) exp(—h wy/2kT)
Bl T =K ha)ﬂl exp{ 1—exp[—h wy/k T] (:z:+y) + 2kT } l”[ l—exp(—h wy/kT) (83)
mit K = 4;':2 &’ Ny | Dya(coly ¢2)| — Ny ist die Zahl der U-Zentren pro Volumeneinheit — und der
nc

modifizierten Besser-Funktion

Lz = () S @aem L
m=0

ml(m+u)! "’

Die Groflen = und y sind durch (77) definiert. Fiir u gilt die Definition

’ ’
w=mqy —my+ms —msy.

2l M. Wacxner, Z. Naturforschg. 14 a, 81 [1959].

22 M. Wacner, Z. Naturforschg. 16 a, 302 [1961].
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Da u ganzzahlig ist, sollte das Absorptionsspektrum aus einzelnen Linien bestehen; diese schlieen sich
jedoch zu einer Bande zusammen, da jede Linie eine natiirliche Breite hat, die Frequenzen der beiden
mitspielenden Oszillatoren nicht exakt gleich sind und sich zudem je in den beiden Elektronenzustinden
ein wenig unterscheiden, so daB} Ubergiinge, die bei der Herleitung von (83) als gleichenergetisch zusam-
mengefalit wurden, in Wirklichkeit sehr dicht nebeneinander liegende Linien bilden.

Unsere Diskussion der U-Bande schlieit sich formal eng an die Diskussion der F-Bande in der WacNER-
schen Arbeit?? an. Fiir sehr tiefe Temperaturen von 0 °K bis etwa 30 °K 148t sich die Absorptionsbande
in sehr guter Ndherung durch

_ K |Emax _ _1_ |ty —x—
v(1,0) =K [E25 — (gry) 4| oo [ exp (2 -y +10) (84)
darstellen. Das Maximum der Kurve liegt ndherungsweise bei gy x=2+y.
Fir h w, schrieben wir h wu=Ey,+ [ — Umax] RO .

In Abb. 1 ist die berechnete und zum Vergleich auch die gemessene U-Bande fiir KCI skizziert. (84)
laf3t sich in sehr guter Naherung durch eine Gauss-Kurve approximieren. Mit &= u — (z+y) ergibt sich

T(§0) =K [fmx 4 f fxp,(_ 27@5%97) (86)

L 771/2 n(r+y)7

(84) zeigt gegeniiber der Gauss-Naherung eine ganz geringfiigige Asymmetrie, doch ist diese quantita-
tiv nicht mit der vom Experiment bekannten Erscheinung zu vergleichen.

8 5 7=20 %
1 :
mm L mm7_ [\(
[ \ KCI
o o il [\ 7=293 %
7220 % -
5 Al MY
4
4 4 l Ha
3f 3k H=042
H=057 e/\!
xr T ' \\ O\ 7=293 %
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Abb. 1. Lage und Gestalt der theoretisch (links) und der ex-  Abb. 2. Die U-Bande fiir KCI bei zwei verschiedenen Tempe-
perimentell bestimmten U-Bande fiir KCl bei 7=20 °K. Die  raturen. Die Lage des Maximums ist fixiert. Die gestrichelte
Ordinate des bei 5,58 eV liegenden Maximums der theoreti-  Kurve stellt die berechnete U-Bande bei =20 °K dar (nor-
schen Kurve wurde so normiert, daB} sie mit der Ordinate des  miert wie in Abb. 1), die strichpunktierte die berechnete bei
bei 5,89 eV liegenden Maximums der gemessenen Kurve iiber-  7=293 °K. Zum Vergleich zeigt die ausgezogene Kurve die

einstimmt. gemessene U-Bande bei 293 °K.
NaCl \ Kcl RbBr

Emax (ber.) eV ‘ 6,3 1 5,6 ‘ 5,0
Emax(gem.) eV 6,46 5,77 5,13
Y 8(x + y)In2 11,1 11,0 14,1
T°K 20 183 293 20 183 293 20 183 293
R kT 18,6 2,04 1,27 | 152 1,65 1,03 9,42 1,03 0,644
exp(— hwy/kT) 0,000 0,130 0,281 0,000 192 .0 0,357 0,000 0,357 0,526
H(T) (ber.) eV 0,35 0,41 048 | 029 0,35 0.42 0,23 0,33 0,41
H(T) (gem.) eV ‘ — — 055 | 0,25 0,31 0,57 — — 0,50

Tab. 5.
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Fiir hohere Temperaturen bis herauf etwa zur Zimmertemperatur miissen wir eine andere Approxima-

tion wahlen, namlich

z(wu, T) — (2 ;1) —‘v':Khu)u l/-

hoy

|7 3 (+exp{—hw/kT))? z+y T

Fir die Lage des Absorptionsmaximums erhalt
man wieder den temperaturunabhingigen Wert (85).
Dies entspricht nicht genau dem Experiment. In
Abb. 2 ist fiir zwei verschiedene Temperaturen die
Funktion (87) und zum Vergleich die experimen-
telle Kurve fiir die hohere Temperatur aufgezeichnet.

Die experimentell am besten bestimmten Eigen-
schaften der U-Bande sind die Lage des Absorp-
tionsmaximums und die Halbwertsbreite. Fir die
Energie der maximalen Absorption erhalten wir

Enax=Us(X ) —Uy(Xi) +h oy (x+y). (88)

Insbesondere fiir KCl ergibt sich mit Hilfe von Gl.
(36) und Tab. 4

Euax = 5,02 + 0,56 ~5.,6 €V. (89)

Der experimentelle Wert ist temperaturabhéngig. Bei
sehr tiefen Temperaturen — ca. 20 °K — betrigt
er 5,89 eV, bei Zimmertemperatur 5,77 eV . An-
gesichts der vielen Ndherungen und der verwandten
theoretischen Postulate scheint hier die Ubereinstim-
mung zwischen Theorie und Experiment gut. Tab. 5
enthalt die fiir NaCl, KCl und RbBr mit Hilfe der
Zahlen aus den Tab. 3 und 4 berechneten und die
gemessenen Lagen der Absorptionsmaxima.

Fir die Halbwertsbreite der Absorptionsbande
findet man bei 7=~0°K aus (86) die Formel

Hy=h w; V8(z+y) In2 (90)
und fiir hohere Temperaturen aus (87)
—hw, /8@ty In2+exp(—h w/k T)
H(T) =k o, ]/8Et9) In2ben CrofkD) . (91)

In Tab. 5 sind berechnete und — soweit bekannt —
gemessene Halbwertsbreiten fiir verschiedene Tem-
peraturen angegeben 3.

§ 9. SchluBbemerkungen

Vergleicht man die experimentell bekannten Eigen-
schaften der U-Bande mit den in dieser Arbeit theo-
retisch bestimmten, dann sind die wichtigsten Ab-
weichungen die folgenden:

23 LanpoLT-BORNSTEIN.

2(z+y) exp{—h w,/2k T}
. [1 1 (71—exp{—~ha)1/kT})2 & H

l—exp{—hoy/kT} &
1+exp{—h w/kT} 2(z+y)

7 exp

(87)

1. Das berechnete Maximum der Absorption liegt
zu niedrig.

2. Das berechnete Absorptionsmaximum ist un-
abhingig von der Temperatur.

3. Die Halbwertsbreite ergibt sich bei sehr tiefen
Temperaturen als zu grof}, bei Zimmertemperatur
hingegen als zu klein; die Asymmetrie der Flanken
wird durch die Theorie nur sehr unvollkommen wie-
dergegeben.

Die zu niedrige Lage des Absorptionsmaximums
iiberrascht nach dem am Ende von § 3 iiber die Wahl
der Vergleichsfunktionen Gesagten nicht. Dadurch
wird nicht nur der gitterstatische Anteil

Uy (X;:I ) — Un(XZ) D

sondern auch der gitterdynamische h w;(z+y) zu
klein bestimmt; denn schon bei der einfachsten Ver-
besserung, welche im Grundzustand des U-Zentrums
der Korrelation beider Elektronen Rechnung tragt,
resultiert im Zusammenwirken mit dem MaDpELUNG-
Feld eine starkere Kontraktion der Elektronenhiille,
weshalb nach (78) (z+y) grofer ausfallen wiirde.

Die Temperaturabhangigkeit des Absorptions-
maximums laBt sich qualitativ leicht einsehen. Da
nur zwei Gitteroszillatoren mit den Elektronenwellen-
funktionen gekoppelt sind, 148t sich die potentielle
Gitterenergie fiir die Elektronenzustinde n durch
Rotationsparaboloide darstellen (siehe etwa Zitat 8,
S.907!). Wenn man nun annimmt, dal die Fre-
quenz der Oszillatoren im Zustand n” um Ao kleiner
als im Zustand n ist, dann besitzt das n” zugeordnete
Paraboloid eine groBere Offnung als das zu n ge-
horende und man erkennt leicht, daf} bei wachsenden
Temperaturen die mittlere Energiedifferenz beim
Ubergang abnimmt; Aw 1aBt sich berechnen, wenn
man in der Entwicklung (68) bzw. (69) auch noch
die in den Normalkoordinaten quadratischen Glieder
beriicksichtigt. Die quantitative Seite dieses Erkla-
rungsversuches mul} einer eingehenderen Untersu-
chung vorbehalten bleiben.

24 Personliche Mitteilung von B. Frirz.



794

Frirz 2* fand, daB Gestalt und Temperaturabhén-
gigkeit der U-Bande unverindert bleiben, wenn man
fiir Messungen mit Deuteriumionen versetzte Kri-
stalle verwendet, so daB, im Einklang mit unserem
Postulat, die U-Bande von den im Ultraroten liegen-
den Storschwingungen des U-Zentrums nicht beein-
flut wird. Zudem tritt der nimliche systematische
Fehler in der Temperaturabhéingigkeit der Halb-
wertshreite wie hier auch bei mit F-Zentren versetz-
ten Kristallen auf. So lauten die nach Wacner 2
berechneten und die gemessenen Halbwertsbreiten

bei F-Zentren in KCl — experimentelle Werte in
Klammern —
T | 0,29 (0,17) 0,30 (0,23) 0,40 (0,35) eV.

H| 4 87 203 °K

Da bei unseren Berechnungen (z+y) zu klein
ausgefallen ist, wird bei tiefen Temperaturen eine
bessere, bei hoheren eine schlechtere Ubereinstim-

ZUR THEORIE DER U-BANDE

mung mit dem Experiment als in Wirklichkeit vor-
handen vorgetduscht. Will man den systematischen
Fehler im Gang der Halbwertsbreite vermeiden, muf
man die Annahme einer ausschlieflichen Kopplung
der Elektronen an die optisch-longitudinalen Gitter-
schwingungen fallen lassen. Mindestens die néchsten
und tibernéchsten Nachbarn eines Stérzentrums fiih-
ren auch ,,akustische“ Schwingungen aus, wie man
den gitterstatischen Rechnungen unschwer entnimmt.
Man ist damit gezwungen, explizite Rechnungen iiber
Gitterstorungen gestorter Kristalle durchzufiih-
ren, was in dieser Arbeit umgangen werden sollte.
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